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Unidade 7 - NOmeros complexos

1. Conjunto dos numeros complexos. Defini¢oes

. Os niimeros complexos constituem um conjunto, C, que contém o conjunto dos nimeros reais (C C IR)
e onde estao definidas duas operag¢oes, adi¢ao e multiplicacao, que sao extensoes das operacoes
homdnimas em IR . Como tal, verificam as propriedades comutativa e associativa e a multiplicacao é
distributiva relativamente a adicao.

* Existe um nimero complexo, ndo real, que se representa pela letra i e se designa por unidade
imaginaria tal que i’=—1.
* Dado um niimero complexo z existem dois Unicos niumeros reais a e b tais que z=a + bi.
* a+bi, a, b€IR éaforma algébrica do nimero complexo z.
* Dado o nimero complexo z=a + bi :
* g éaparterealde z — Re(2)=a
* b éaparteimaginariade z — Im(z2)=b
* zéumnimeroreal < Im(2)=0 < b=0
* z éumimaginariopuro < Re(2)=0AIM(2)#20 < a=0Ab=%0
* o simétrico de z é o niimero complexo —z=—a — bi;
* oconjugado de z é o nimero complexo z=a - bi;
Re(Z)=Re(z) AIm(Z)=—Im(2)
* lgualdade de nimeros complexos
a+bi=c+di & a=c A b=d (a, b, c, dEIR)

2. Representacao geomeétrica de um nimero complexo

. Todo o niimero complexo z=x + yi, pode ser representado geometricamente no plano, munido de um
referencial ortonormado direto, pelo ponto P de coordenadas (x , y) .

Neste contexto:
* o plano designa-se por plano complexo ou plano de Argand;
* oponto P (x, y) designa-se por afixo do niimero complexo z=x+yi;

—
* ovetor OP designa-se por afixo vetorial do numero complexo z=x+yi.

Im@2)}
Eixo imaginario zZ=x+yi
Y S .P x,y)
Eixo real
—XE (0] EX Re(z)’
Pr(x,=y) P (x,~y)
—Z=—X=) Z=x—yi
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Unidade 7 - NUmeros complexos

3. Operac¢oes com numeros complexos

. Adicao e multiplicacao de nimeros complexos
s (a+bi)+(c+di)=(@+c)+(b+d)i
* (a+bi)x(c+di)=(ac — bd) + (ad + bc) i

Poténcias de base i e expoente n €N,

* i"=i" sendo r orestodadivisio de n por 4.
D Exemplo 1 Operacdes em C )
Calcule, apresentando o resultado na forma algébrica. Calcule, apresentando o
1.1. 3+i)—(2-50) 1.2. (4-2i)x (% _ %I) resultado na forma algébrica.

1.1. (142) - (4—4i
1.3. (2i®=3i%) x (4i" +i%) (1+2i) — (4 - 4i)

1.2. 2x3i"” = 3j
E 1 .
1.3. (5-3i)x (5+'>
11. B+i)=(Q2—=5i)=3+i—2+5i=1+6i 14. (1+iv2) + (V2 -i)
1.5. (517 =2i") (1 +1i)
S (5 1. 5 1. 5. 1.
1.2. 4—2 —_——_—— =4x=—-4 __2 = 2 —i‘=
( ')X<2 2') X TAXQImexg eyl 16. (1-iv3) =3 i
=10-2i—5i+1x(=1)=9 - 7i T, e

1.8. 2i**? 3.4n+3, N
1.3. (2i®-3i®) x 4i" +i®?) = bR

= (2 -3 x (ai' +1%) = ss[a 2s[a

=(=2i+3)x@4i+1)= 3 13 26
=—8i°—2i+12i+3=8+3+10i= als o024
=11+ 10i T 0=
Im(z2) Z=X+Yyi
. P(x,y)
Médulo de um niimero complexo y |Z| """ 5
Dado um nimero complexo z=x+ yi, o médulo de z representa-se 5
por |z| eédadopor |z| =1/x*+y’. 0 =57 X Re(2)
. Méddulo e conjugado de um nimero complexo: propriedades
CZAW=Z+W CIXW=ZXW © Z=z
. Re(z)=z+Tz *Im() =227
* Zz€EIR seesomentese z=7Z.
* Se z#0, z é um imagindrio puro se e somentese z=—2z.
- |z| =|z| s |z)’=zxzZ * |zxw|=|z| x |w| s |z+w|<|z| + |w]

* Dados os niimeros complexos z, e z,, de afixos A e B, respetivamente, AB= |z, — z,]|.

. Divisao de numeros complexos

= - w ~ —_
z zZXZ g z|l || z

eIoNpy 0Mod ® TIVIN-NAdD
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Unidade 7 - NOmeros complexos

D Exemplo 2 Operacées em C D
(2 —4i)(2+3i) . Calcule e apresente o resultado
Calcule — e apresente o resultado na forma algébrica. na forma algébrica.
2 _ i17
. . . . .2 2.1. (3 _ 4i)(1 _ i)
21, (2—4|)(2+3|)=4+6|—8|—12| _ | —127=12 1 5
1+i 1+i 2. ————
: I 2.2 2+i 1-2i
V(1 N2 )
= w Para dividir dois nimeros 2.3. (1-9 1 20 - 15i
1+ -1 complexos, multiplica-se (1 +i)> i 1+2i
. . 5 o numerador e o denomi- g
_16—16i— 2i+2i" nador pelo conjugado do (1 - i3) (2+2i)*
- VP f+i—i2 - denominador. 2.4. 147 +2- 8"
=14—18i=14—18i=7_9i 2.5. .
1-(=-1) 2 (ﬁ—ﬁi) +<\/§+\/§i
V2+V2i V3 -V3i

. Raiz quadrada de um niimero real negativo

Se a€lR*, (i\/5)2=i2x (\/E)2=—a, (- i\/a)2=(— i)> x (\/E)2=—a, entio V—a=ziVa.

Por exemplo:
*V-16=iV16=4i ©—V-16=-4i CEV-7=2V7 i
D Exemplo 3 Equacdes em C D
Resolva,em C, as equagdes seguintes. Resolva,em C, as equagdes.
3.0, X -2x+10=0 3.2. Z+4iz-13=0 3.1. 2-Dz=5i
3.3. z+2iz=3i 3.2. 72 -6z+13=0
3.3. 22 -10zi—26=0
34. 24+2z=0
2+VvV4-40
3.1. ¥ =2x+10=0 <:>X=f Em C todas as equagées 35. 7 — 472+ 5220
do 2.° grau sao possiveis. e -
2+v-36 As solucbes deumaequacdo 3.6, 2iz=1—=
= x= T do 2.° grau de coeficientes
. reais sdo sempre nimeros
— 2+6i N complexos conjugados.
2
& x=1+3i V x=1-3i
S={1+3i, 1-3i}
—4i+1/(4i)*+52
3.2, Z+4iz-13=0¢& z= (2 ) =3
—4i+V—-16+52 —4i+
= 2= 5 = z=4'T6 =
< z=3-2iV z=-3-2i
s={3-2i, -3-2i}
3.3. z+2iz=3i & (x+yi)+2i(x—yi)=3i & Seja z=x+ i

& X+yi+2xi — 2yt =3i & (x+2y)+(2x+y)i=0+3i &

X+2y=0 ==2 =
y X y {x 2 e 7=2_i
2X+y=3 —4y+y=3 y=-1

s={2-i}

>2
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Unidade 7 - NUmeros complexos

D Exemplo 4 Determinar os zeros de um polindmio
Sabe-se que i é um zero do polinédmio complexo:

A= =27 +62-2z+5

Aplicando a propriedade:
“Se z, é um zero de um polinémio P(z) de coeficientes reais entéo
também Z, é umzerode P(z)”

determine os outros zeros do polindmio e decomponha-o em fatores do
1.° grauem z.

Como A(z) é um polinémio de coeficientes reais, se i é zero do poliné-
mio também —i ézerode A(z).
Aplicando a Regra de Ruffini, vem:
A@R)=(z—-1i)(z+i) (" -22z+5)
2+v4-20

2
os zeros do polinémio A(z) sdo —i, i, 1+2ie 1-2i.

Como 22— 2z+5=0 & z= & z=1-2iV z=1+2i

Logo, A(z) =(z—i)(z+i) (z=1-=2i) (z=1+2i).

Considere o polinémio:

Z2—z+6

Determine analiticamente os
seus zerosem C, sabendo que
umdelesé — 2.

D Exemplo 5 NOmeros imagindrios puros e nUmeros reais

Considere o nimero complexo z= % ,kER.
Determine k de forma que:
5.1. z sejaimaginario puro; 5.2. Zz sejaum numero real.

_k+i_ kD@ —i) _ 2k—ki+2i—i" _ (2k+1)+Q2-K)i _

T2+ +)@2-i) 4— i 5
_2k+1 2k,
5 5

5.1. z éimaginario puro <> Re(z)=0 A Im(2)20 <&
2k + 2—k
=0 A
5 5
& 2k+1=0 A 2 —k#0 & k=—

L z0 &

N|=

2—k

52. zER & Im(2)=0 & =0 & k=2

1 -2 6 -2 5
i i —2i—1 2+5i -5
1T —-2+i -2i+5 5iu
—i —i 2i  —5i
1 -2 5 0

5.1. Determine a € IR sabendo

que o nimero complexo

a+i

—— éum imaginario puro.

1+i

5.2. Determine a € IR sabendo

2+ai
1-2i

que

puro.

4. Forma trigonomeétrica de um nimero complexo

. Argumento de um niimero complexo
Seja P o afixo de um nimero complexo z=x+yi.

Designa-se por argumento de z e representa-se por arg(z) qualquer
uma das amplitudes do angulo 6 formado pelo semieixo real positivo e
pela semirreta OP.

0 argumento de z que pertence ao intervalo ]—n, ] chama-se
argumento principal de z e representa-se por Arg(z).

é um imaginario

Im(2)
y ............
I
6
o X Re(2)

®IONPH 01104 © ZIVIN-NIdD
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Unidade 7 - NOmeros complexos

Numero complexo unitario
* Um nimero complexo z diz-se unitariose |z| =1.
* Se 0 é um dos argumentos de um nimero complexo unitario z entdo z=cos0 +isin6.

* O numero complexo unitario z=cos@ + i sin @ representa-se por z= e, expressao designada por
o . [C] P ,
exponencial complexa de i6. Portanto, e” = cos@ + i sin@ (Férmula de Euler).

Forma trigonométrica de um niimero complexo

Todo o niimero complexo z nao nulo que admite & como um dos seus argumentos pode ser escrito na
i0 . N sy e
forma z=|z|e" que se designa por forma trigonométrica ou forma polar de z.

Escrever um nimero complexo z = x + yi na forma trigonométrica corresponde a determinar

|z| =\/x2+y2 e um argumento @ partindo de L=sin0, X —cosO ou,se x#0, ¥=tan0.

|| ||

D Exemplo 6 Representar na forma trigonométrica D
Represente na forma trigonométrica. Escreva na forma trigonométrica.
6.1. z,=1 6.1. z,=-3
6.2. z,=-2 6.2. ,=V/2i
6.3. z;=-2i 6.3. zz=—2i
64. z,=i 6.4. z,=3
6.5. z;=—1
E imediato indicar um argumento <—£, 0, T ou 1:) e o modulo dos
2 2 Im(z)
numeros reais ou dos imaginarios puros.
6.1. z,=1; |z,|=|1]=1 e Arg(z,) =Arg(1)=0
=1 ix0 __ _ix0 T

z,=1e" "=e -2 o 1 Re(2)
6.2. z,=-2;|z,|=|-2|=2 e Arg(z,) =Arg(-2)=m

z,=2e" Im(2)
6.3. z,=-2i; |z3|=|—2i|=2eArg(zs)=Arg(—2i)=—g A

_ixE ! 2
z,=2e 2
o 1 R
6.4. z,=i; |z,|=]i]=1 eArg(z4)=Arg(i)=§ el2)
_ ix% /T
z,=e —2i 2

D Exemplo 7 Representar na forma trigonométrica

Represente na forma trigonométrica os nimeros complexos seguintes.

7. z,=—2-2V3i
7.2, z,=V2-V2i
7.3. z,=—V3+i

Escreva na forma trigonométrica:
7. z,=1+i

7.2. z,=—1+V3i

(continua)
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Unidade 7 - NUmeros complexos

7. z,=—2-2V3i; |z1|=\/(—2)2+(—2\/5)2=\/4+12=4

Seja 6, um argumento de z, .

y
™
-2, 0 X
21: ------ —2\/?
tan01=_2\/§=\/§ T 2W
-2 = -m+y=-T é um argumento de z, .
0,€3.°Q.
i(o2n
z1=4e( 3)

7.2 Zz=\/5—\/5i;|zzl=\/(\/§)2+ (—\/5)2=\/Z=2

Seja 6, um argumento de z,.

y
V2
0 !
0, X
—\/?' """"" :z2
tan 02=ﬁ= -1 _
V2 = —7 ¢umargumento de z,.
6,€4.°Q.
ZZ=2ei(_Z>

73. z;=—V3+i; |z|=V(=V3) +17=2

Seja 6; um argumento de z;.

y
Z3| ___________ 1
: \9
_ 1 _ V3
tanf;=—==-—- T _5m .
-V3 3 =>1t—g=?eumargumentode23.
0,€2.°Q.
i5m
z;=2e 6

D Verifica 7

(continuagéo)
7.3.2,=—2-2i
74. z2,=3V3 - 3i

7.5. zs=—%—¥i

7.6. z,=— 4V/3 + 4i
7.7. z,=3V2 -3V2i

a tano
z V3
6 3
T

i 1

T

I V3

eI0Npy 0Mod ® TIVIN-NAdD
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Unidade 7 - NOmeros complexos

D Exemplo 8 Escrever na forma algébrica D
s , Escreva na forma algébrica.

Escreva na forma algébrica os nimeros complexos. n

28 28 8.1. z,=2V2e"
81. z,=2e°® 82 z=V2e* ‘

21[

s A 8.2.z,=4e’

83. z,=3e°? 84. z,=7¢€"

8.5. 25=ei( ’;)

28 5w
e 6=2 cos—+ sn—>—
( isin=g

8.1. =2

+%i> =— V3 +i

;5n
8.2. z,=V2e *=V2 coss—n+isin%>=

In
83.z,=2e6

8.4, 7,=3¢ (%)

io

8.5.z,=3e

8.6. z,=2€°
o cos o sina
T V3 1
6 2 2
T V2 V2
4 2 2
T 1 V3
3 2 2

i 5n
83. z,=3e3=3 (coss?ﬂsms?n) =3 <%—?I> =§—ﬁi

+ —

84. z,=7e"=7(cosm+isinm)=

7(—=1+0i)=-

— i(_g)_ _E ici _E = —j=—=1]
85. z.=e —cos( 2>+|sm< 2) 0—i i

. Conjugado na forma trigonométrica

Forma algébrica: y
z
. bt

z=a+bi :

s v

zZ=da— 0l !

(7] :
0O afixo de z, conjugado de
. PP 0 :G X ’ jug
Forma trigonometrica: -0 0 z, é aimagem do afixo de z
io r 0 pela reflexao de eixo real.
zZ=re |
E:rei(_o) _b' """"""""" |7
. Simétrico na forma trigonométrica

Forma algébrica: y

Z=a+ bi [} R ¥4

—z=—a- bi T+0 ' O afixo de —z é aimagem

, 0 - do afixo de z pela reflexdao
. - —a 7 X .

Forma trlgonometrlca: Cl: 0 a SUUEIC OO

z=re" A -

—z s
= i(m+06)

301



Unidade 7 - NUmeros complexos

. Igualdade de nimeros complexos na forma trigonométrica

2,22, |z,]|€ " =|z,| " <& |2,| =|2,| A6, =6,+2n , kEZ

. Operagées na forma trigonométrica

1 2

. i0 i i
Sejam z=re'", z,=re ' e z,=re .

Multiplicagio: z,x z,= (r,e”) x (r,”?) = (r, x rp) e ®**

i0,
e . Z1 l’1e r1 i(6,—6
Divisao: —=T=—e'( D (2,20)
z, e I

Potenciacio: z"=(re’) =r"¢'™,neN

D Exemplo 9 Operacées com complexos
Determine o médulo e o argumento do nimero complexo:

=(1—\/§i)3x4e‘2T"
(1-i)°-2x2i)’

Vamos escrever z na forma trigonométrica:

z_(1—x/§i)3x4e‘? u=1-v3i; 6=Arg(u)
- 2
(1-i)°-2x(2i)’ lul=V17+(vV3)" =2
. b3 3 .2n tan 9=_—\/§=—\/§ = 9—_E
(Ze'('§)) x4e'3 1 =
= 5 = 6€4°,Q
(\fZei(_Z)) -2x2°xi’ 1-vV3iz=2e(3)
_ e (%) w465 ~
(v2)’e' (%) _axgx(=i) |w=1-i; 6=Arg(w)
- 2 lwl=V12+1°=V2
_8e "x4e'3 _
_16ei(_m+16i_ tan 6=—1=_1
1 & 0
6€4.°,Q
) 2n .
_@xa)e ™3 356 () _ (o
T 16e*°+16i 16+16i 1—i=\/§e'(‘z)
(x ( x T+i=1-1=v2e's
326 () 263
16(1+1i) Vae's
S xx (re®)"=r"e'™, neN
=ieI (_5_5) = r1ei9‘x'_2ei62= r, sz)e
V2 .
re ="_1ei(e‘-92)
0.
_ 2V2 ei(—%_%)= 2ei(_%) re 2
V2v2
YAl

Temos, portanto, | z|=V2 e Arg(z) = -3

(Formula de De Moivre)

Sendo:

T T

I
z,=4e3 e z,=2e°

calcule, apresentando o
resultado na forma algébrica.

Determine o médulo e o
argumento do numero
complexo.

(1 +\/§i)3— (1 +ei(_%))5

11.1. Justifique que

T_ o T i(J‘)
COS7 ISII'\7 e 7

11.2. Escreva na forma
trigonométrica o nimero
complexo.

= 5
,_20i"+ (4-2v31) - (2¢'%)

T_ ... T
cos- —ising
5 5

eIoNpy 0Mod ® TIVIN-NAdD
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Unidade 7 - NOmeros complexos

D Exemplo 10 NOmeros reais e nUmeros imaginarios puros D

Considere os nimeros complexos Em C, conjunto dos nimeros
complexos, considere

‘I . — P — _ B
Z1=\/§+Tezz=e'a,com n<o<rm. z=cosa+isino e w=V3z—iz
i

12.1. Mostre que, qualquer que
seja 0 numero inteiro k,

10.1. Determine o menor valor de n €IN para o qual (z,)" é um nimero 2METo
z' +2z =2 cos (ko)

imaginario puro.
12.2. Determine os valores de o

2 .
10.2. Det . d d (21) . , | ti pertencentes ao intervalo
.Z. Determine & de modo que 7 S€Jja um numero real negativo. ]—n , 71:] , para os quais o

2
ndmero complexo w é um
numero imagindrio puro.

1 —i it _ i_E‘)
1o.1.z1=\/§+l=\/§+_x7(_')= V3—i=re” =26 (%
I i (=) r=v3+1=2
i _-1__V3 R
=\/§+_T'=\/§_i tan 0=—2=-"3% A 9€4°0Q
=_T
n 9=-¢
Z1=2el(_g)

(21)" = (2 ei (_%)) = 2"ei (_%) Im (2)

I
n , . . Yo I 2
(z,)" é umimaginario puro se, e s6 se, /“\
nm_mx 0
T, keZ W
6 -2 =
o -1 likkez &
6 2
& n=-3+6k,kEZ D
Em C, conjunto dos nimeros
Portanto, o menor valor natural de n para o qual (z1)" é um ima- complexos, considere
gindriopuroé n=-3+6x1=3. i"Ga =)
= )
2-2¢'(-9)
2 Determine o menor valor de
2 i(-Z i(-2xZ
10.2 (z:) =(26 ( 6>) _22 ( 2X6)= n€N paraoqual z" éum
=z, RT3 e ndmero real negativo.
i(-x
=—4§ ( 3)=4ei (-5+a)
i(—a)
e
2
(z)) - T
—€R = ——+a=TC+2kTC,k€Z = Im(z)
z, 3
= a=§+n+2kn,kez = f\
T
an O Re(2
= a=?+2kn ,kE€EZ

Para k=-1 obtemos a=—23—n, que é o Unico valorde a que

2
z
pertence ao intervalo |-, nt] para o qual (zlz) ER™. 303




Questoes tipo exame

Questoes resolvidas

. . T
Seja z um numero complexo de argumento 3

Qual podera ser um argumento do simétrico de z?

- Questdes propostas

a Seja z um nimero complexo de

argumento %

151 T n 177 i -z
(A) 2T (B) - & € & (D) .~ Ir)dlgu‘e um argumento de -z,
8 8 8 8 simétrico do conjugado de z.
Resolucdo (A) 8 B)Z
n H 7 7
z=re? o T
C) = D)-=
. (9] 7 (D) 7
—z=-reb=
x )-1=¢" :
—e'"xreb= a Em C, conjunto dos nimeros
H .
. (n+Z) complexos, considere z=3 e’.
Jon Qual é o valor de lz?
=re? z
: .7 S(_2n
= 1% 1)
: A)—e " B)—e'’
9?néumargumentode -z ( )9 ( )9
on _ 7= P H 1 L 1 (%)
Logo, 3 2n=— 3 também é um argumento de —z. H (€) 3€ 49 (|))g e \n
Resposta: (B)
a Em C, conjunto dos nimeros
. . complexos, considere z= eie,
@ Na figura, estdo Im(2) .
representados, no plano com O<0<Z'
complexo, os afixos de LN d ; ;
cinco nimeros complexos: P It Qual dos seguintes numeros
' S ez, complexos pode ser uma
W, 2 ,2,2Z €2z. ; T 2 X - .2
o v V710 1 2 Re(z) i representacdo trigonométricade iz*?
Qual é o numero complexo P S 3 5
que pode ser igual a ;:‘ e . (A)e * (B)e *
ix|w|xw? Tn x
H 4 4
(R) z (B) z, € z (D) z, (e (D)e
Resolucdo

m Na figura estéo representados, no
plano complexo, os afixos de seis
numeros complexos: u, v, z,, 2,

Seja w=pe'’ e z=ix|w|xw.
Observando a representacao geométrica de w podemos
concluirque 1<p<2e 0<0<§.

zez.
_ = o2 ico_ 2 (39
z=ix|w|xw=e?xpxpe "=p°e Im(z)
B nz4

Se p>1, teradeser p>>p (o médulo de z é maior do que o z, Y%
moédulo de w). °

T T T . :

<O0<—- —=—0<—=, ,

Como 0<6 > temos que 0< > (7] > ou seja 0 Re®)

T v
0 <Arg (z)<5. '23
Portanto, apenas z, pode serigualaix |w|xw. 2,°

Resposta: (D . .
P (D) Qual é o nimero complexo que

pode seriguala u—v?

312 . Az ((Blz €@z (D z

eI0Npy 0Mod ® TIVIN-NAdD
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Questoes resolvidas

@ Considere, no plano complexo, trés pontos, P, A e B, tais
que:

<0 ponto A é o afixo do numero complexo
V5 - 2i;
<0 ponto B pertence a parte negativa do eixo imaginario;
«OP=0A=O0B (O éa origem do referencial);
<0 ponto P pertence ao terceiro quadrante e o angulo
POB tem 10 graus de amplitude.
Qual dos seguintes nimeros complexos tem como afixo o
ponto P?

4z 130
(A) 2V/5¢e 3 (B)2V5e °

-4n

(€) 33 (D)3e5"

Resolucdo

A é o afixo do nimero com-
plexo z=V5-2i.

Seja w o numero complexo
cujo afixo é P.

Im(z2)

O_P=&=a=|z|= 0, Re(z)

-2+ (V5)* =va+5=3 A
Logo, |w|=3.

180° —— = rad

_10xm _T
X= 180 rad—18rad 10° ——x

O angulo POB tem %rad de amplitude.

3t w® _13n . 13n
Logo, como > "18- 9 ' um argumento de w é 5 -

. 13n
i

Portanto, w=3e ° .

Resposta: (D)

@ Na figura estdo representados, no Im(z)
plano complexo, os pontos A, B
e C. C
Sabe-se que [OABC] éum B
retangulo e que A e C sdo os

afixos dos nimeros complexos w o) Re(2)
e z, respetivamente. A

Qual das afirmacbes seguintes é
necessariamente verdadeira?

(A) z=iw
(B) % € um numero real.
Q) |z| =2|w|

(D) [z+w|=|z-w|

Unidade 7 - NOmeros complexos

Questoes propostas

a Seja w um numero complexo

diferente de 0, cujo afixo, no plano
complexo, pertence a bissetriz dos
quadrantes pares.

Na figura estdo representados, no
plano complexo, os afixos de quatro
numeros complexos:
Z,%,2z¢€z.

Im(2)

Z Re(2)

Qual deles pode serigual a
wx(—w)?
(A) z, Bz, (C)z (D) z,

Na figura estdo representados, no
plano complexo, os pontos P e Q,
afixos de dois nUmeros complexos z
e w, respetivamente.

Im(2)

0 Re(2)
P

Sabe-se que o triangulo [OPQ] é
isosceles e retanguloem O.

Qual das afirmagbes seguintes é
verdadeira?

(A)zZ’-w’=0
(B)22+W2=0
Q) |z=w|>|z+w|
(D) |z+w|=|z| +|wl|

Seja z=# com aE]O, E[.
ela 2

Qual dos nimeros complexos
seguintes é o conjugado de z?
(A) ei (E_a) (B) ei (EHZ)

iE—a |3—7t+(x
(C)e(2 ) (D)e(z )

313
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Avaliacdo

. , 671
n Seja z um numero complexo de argumento 5

Qual podera ser um argumento do nimero
complexo —z?
an

T
(R) 5 (B) 5

4r
(D) -z

on

C) =

(€ 5
a Seja z um numero complexo de argumento %

Qual podera ser um argumento do nimero
complexo iz?

31 T
(A) 10 (B) 5
n 131
(C) 10 (D) 0

LT
i
B Considere o niUmero complexo z=2e ®.
Um argumento de —z é:

T T
(A) —g (B) 3

41 61
(C) = (D) =

|3
3

i
u Considere o numero complexo z=2e ° —i.

O modulo de z éigual a:
(B) V7
(D) 3

(A) 1
€ Vs

B Sabe-se que u e v sdoraizes deindice n de
um determinado nimero complexo z.

Entdo, pode-se afirmar que:

(A) Arg(u)=Arg(v)

(B) Z’=u
(©) lul=1v|
(D) u=-v

a Na figura estd representado,
no plano complexo, um
quadrado cujos vértices sdo
os afixos de quatro nimeros
complexos: z;, z,, z; € z,.

Qual das figuras seguintes

pode representar, no plano
complexo, o quadrilatero cujos vértices sao os
afixos dos numeros complexos iz,, iz,, iz,

eiz?
(B)

(A)
(C) (D)

a Na figura esta representado, no plano
complexo, um triangulo equildtero
[ABC] inscrito numa circunferéncia de centro na
origem. O ponto A é o afixo do nimeroreal 2.

Qual dos niumeros complexos seguintes tem
por afixo o vértice B?

(A) \/feiz?n
(B) 2¢'¢

(€) —1+V3i
(D) —V3+i

IONPY 03M0d ® TIVIN-NAdD



a Sejam z, e z, duas das raizes de indice n de
um numero complexo z.
Sabe-se que os afixos de z, e z, pertencem ao
mesmo quadrante (eixos nao incluidos). O valor
de n pode ser:

(R) 2 (B) 3
€ 4 (D) 5

a Quial das figuras seguintes pode ser a
representacao geométrica, no plano complexo,
do conjunto:

b m
—< <—?
P argz 4}

(R) (B)

{ZEC: lz—=1]=1A

S

(.
N

F TN

(C) (D)

/\
N

\/

m Qual das figuras seguintes pode ser a
representacao geométrica, no plano complexo,
do conjunto:

{zeC: |zI<2AReliz) =1 Alz+ 1] >|z+il}?

(R) (B)

(o] (D)

CPEN-MA12 © Porto Editora

Unidade 7 - NOmeros complexos

m Qual das figuras seguintes pode ser a
representacdo geomeétrica, no plano complexo,
do conjunto:

{zeC: |z|<\/5/\|z|=|z+1+i|}

(R) (B)

(C) (D)

N

m C ¢ o conjunto dos nimeros complexos; i a
unidade imagindria.

Seja:
z=(1+i) (k+2i) com k€ER

Determine k de forma que:
12.1. z seja um imaginario puro;

12.2. z=7

B Seja C o conjunto dos nimeros complexos; i a
unidade imagindria.

13.1. Considere o polinémio P(z)=z>+8.
Verifique que —2 éumzerode P(z).
Determine analiticamente os restantes

zeros de P(z) simplificando-os o mais
possivel.

13.2. Seja z um numero complexo.

Mostre que se z=z, entdao z€R.

m Seja C o conjunto dos nimeros complexos e i
a unidade imaginaria.

14.1. Resolva,em C, aequagao
7 —-47+7z=0.
Apresente as solucdes da forma mais
simples possivel.

14.2. Mostre que iz+Z &um namero real,
vzeC. !
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14 4.

12 * 5.

336

Uma academia de danca oferece as modalidades de ballet classico e de danga contemporénea,
entre outras. Relativamente aos alunos que frequentam a academia, sabe-se que:

* 60% estao inscritos em ballet classico;
® 25% estdo inscritos em danga contemporanea e ndo estéo inscritos em ballet classico;
e metade dos inscritos em danga contemporanea também estéo inscritos em ballet classico.

Selecionou-se, ao acaso, um aluno da academia que nao esta inscrito em danca contempora-
nea. Determine a probabilidade de esse aluno estar inscrito em ballet classico.

Apresente o resultado na forma de dizima.

Na tabela seguinte, apresentam-se os dados relativos ao didmetro biparietal, x, em centimetros,
medido na trigésima quarta semana de gravidez, e ao correspondente perimetro cefalico, y, em
centimetros, medido a nascenca, de uma amostra de oito recém-nascidos numa maternidade.

Diametro biparietal Perimetro cefalico
emcm em cm
(x) V)
7,49 30,36
7,81 31,99
8,21 33,66
8,30 35,26
8,66 35,51
8,76 34,86
9,04 35,30
9,24 37,63

Complete o texto seguinte, selecionando a opcéo correta para cada espago, de acordo com 0s
dados apresentados na tabela.

Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos numeros, I, I, lll e IV, seguido da opcéo, a),
b) ou ¢), selecionada. A cada espaco corresponde uma s6 opg¢ao.

A mediana dos didmetros biparietais apresentados excede a respetiva média, arredondada as
centésimas, em I cm.

A amplitude da amostra dos perimetros cefalicos apresentados é I cm.

O coeficiente de correlacao linear entre as varidveis x e y, apresentadas na tabela, arredon-
dado as centésimas, é 1] .

Admitindo a validade do modelo de regresséo linear de y em funcdo de x, e com base nas
estimativas dos parametros, arredondadas as milésimas, para um recém-nascido, nesta materni-
dade, cujo didmetro biparietal na trigésima quarta semana de gravidez tenha sido 8,50 cm ,

estima-se que o perimetro cefalico a nascenca seja, aproximadamente, v cm.
1 Il 11 v
a) 0,04 a) 2,58 a) 0,87 a) 34,54
b) 0,7 b) 3,64 b) 0,94 b) 36,11
c) 1,75 c) 7,27 c) 3,54 c) 41,62




Exame Final Nacional 2025 - 1.° fase

* 6. O codigo de um cartdao multibanco € uma sequéncia de quatro algarismos, como, por exemplo,

1526 e 0232.

14

Admita que o cdédigo de qualquer cartdo multibanco é atribuido ao acaso, com algarismos de 0 a 9.

Determine a probabilidade de o codigo atribuido a um cartdo multibanco ter todos os algarismos
diferentes, um dos algarismos ser o zero e a soma dos quatro algarismos ser um namero impar.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

Na Figura 1, estdo representados, em referencial o.n. Oxy,
a circunferéncia de centro C , definida pela equacao

(x+ 1%+ (y—1Y =4, otriangulo [ABC] e o0 angulo BAC,
de amplitude o, em radianos, com o € ]O , %[ .
Sabe-se que:

e 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;
«AB - AC =6.

14

Determine, sem recorrer a calculadora, o valor exato do com- .
primento do arco AB.

* 8.
Sabe-se que:

e 0s pontos A e C pertencem, respetivamente, ao 2.° e ao
3.° quadrantes;

e 0 ponto B pertence ao semieixo real negativo;

Im(z)

-----

Figura 1

Na Figura 2, estao representados, no plano complexo, os afixos de cinco nimeros complexos.

12

e 0 ponto D pertence ao semieixo imaginario negativo;
e 0 ponto W pertence ao 1.° quadrante e é o afixo de um
numero complexo w tal que Im(w)=Re(w) .

Qual dos pontos seguintes pode ser o afixo do nimero com-
plexo iw®?

(A) Ponto A

(B) Ponto B

(C) Ponto C

(D) Ponto D

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, os nimeros z; =2i"° e z,=

31
Seja w=—-VvV2ke*, com kER.

Figura 2

-3 +i

1+i

Re(2)

14

Determine o valor de k para o qual o afixo de w ¢é equidistante do afixo de z; e do afixo de z,.

CPEN-MA12-22
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Prova oficial

10.

Na Figura 3, esta representado, em referen-
cial o.n. Oxyz , o prisma triangular
[ABCDEF] .

Sabe-se que:

e 0s pontos A e B tém coordenadas
(41 2! 0) e (2! 31 _3),
respetivamente;

e 0 ponto C pertence ao plano mediador
do segmento de reta [AB];

e areta DF é definida pela equacao vetorial Figura 3
x,y,2)=(-7,4,2+k(1, 1, -5), KER.

10.1. Qual das equagdes seguintes define uma reta perpendicular a reta DF e que passa no
ponto A ?

A (x,y,2)=(-=1,2, )+k(5,0, -1), KER

B)(x,y,2)=4, -3, —=1)+k(0, 5, 1), kKER

C)(x,y,2=(-6,2, -2)+k(5, 0, —1), KER
( )=

D)(x,y,z)=4, 8, -2)+k(0, 5, 1), kER

10.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do ponto C.

Numa certa regido, foi localizado um enxame de gafanhotos.

Admita que o numero, G, em milhdes, de gafanhotos do enxame, x semanas apds as zero
horas do dia em que este foi localizado, é dado, aproximadamente, por

G(x)=0,9e ** (x+0,5)°, com x>0
De acordo com o modelo, existe um Unico instante a partir do qual, passadas quatro semanas, o

numero de gafanhotos ficou reduzido a metade do niumero de gafanhotos existentes nesse
instante.

Determine, recorrendo a calculadora, quantos dias decorreram desde as zero horas do dia em
que o enxame foi localizado até esse instante.

Apresente o resultado arredondado as unidades.
N&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:
— apresente uma equacgao que lhe permita resolver o problema;

— represente, em referencial cartesiano, o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calcula-
dora e assinale o(s) ponto(s) relevante(s) que lhe permitem resolver a equacao;

— apresente a(s) coordenada(s) relevante(s) desse(s) ponto(s), arredondada(s) as centésimas.

Considere a funcdo f, de dominio IR, definida por
f(x)=3e"—2e™"

Resolva os itens 12.1. e 12.2. sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais calculos
numeéricos.



14.

Exame Final Nacional 2025 - 1.° fase

12.1. Considere, em referencial o.n. Oxy, a representacdo grafica da funcdo f e o trapézio
[OCAB], tais que:

e 0 ponto A é o ponto de interseccéo do grafico da fungdo f com areta de equagéo y=5;
® 0 ponto B pertence ao grafico da fungdo f e ao eixo Oy ;
e o ponto C pertence ao eixo Ox e tem abcissa igual a abcissa do ponto A.

Determine a area do trapézio [OCAB] .
Apresente o resultado na forma In(a), com a>0.

12.2. Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o grafico da funcdo f intersecta a reta
de equacdo y=3x+4 em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo 10, 1[.

. Considere uma funcéo, f, de dominio IR, diferenciavel em IR\{1} .

Sabe-se que:

e afuncdo f é crescenteem ]—oco, 1[ eem |1, +oo[;

e areta de equacdo x=1 ¢é assintota ao grafico da fungéo f.
Considere as proposicoes seguintes.

I. Afuncédo f écontinuaem x=1.

Il. A retade equacdo y=-x+ 2 ¢é tangente ao grafico da fungcdo f num ponto de abcissa
diferente de 1.

Justifique que as proposicdes I e Il sdo falsas.
Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposi¢cdes, uma razdo que justifique a sua falsidade.

Considere uma sucessdo de composicdes geométricas, construidas a partir de um semicirculo
deraio 1. Na Figura 4, estdo representadas as trés primeiras composicoes dessa sucesséo.

Figura 4
Tal como é ilustrado na Figura 4:

N =

¢ a 1.2 composicao foi obtida retirando-se ao semicirculo inicial um semicirculo nele contido, de raio

® 3 2.2 composigao foi obtida retirando-se a 1.2 composigdo um semicirculo nela contido, de raio % ;

¢ a 3.2 composicao foi obtida retirando-se a 2.2 composi¢cao um semicirculo nela contido, de raio % ;
® ¢ assim sucessivamente, retirando-se, em cada composicdo, um semicirculo contido na com-
posicéo anterior, com metade do raio do semicirculo retirado nessa composi¢cdo, de modo que

o diametro de cada semicirculo retirado seja colinear com o didmetro do semicirculo inicial.

Determine o perimetro da 20.# composicdo geométrica desta sucessao.
Apresente o resultado arredondado as centésimas.

. Sejam a, b e ¢ numeros reais ndo nulos, e seja f afungdo, de dominio IR, definida por

fx)=ax®*+bx+c
Seja r uma reta que intersecta o gréafico da fungao f no ponto de abcissa zero.
Mostre que, se areta r intersectar o grafico da funcao f noutros dois pontos distintos, entdo esses

pontos tém abcissas simétricas.

FIM

14

14

14

14

14
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